TR

Fur beliebige Zufallsvariablen X;, X5, ... X,, und Konstanten a, . ..a,, gilt
]E[G.IXI + a2X2 4 ... aan] = allE[Xl] + ...+ anlE[Xn]

,éi(Wahr

O Falsch

Fur beliebige Zufallsvariablen X, X5 gilt Var(X; + X;) = Var(X;) + Var(Xs).

O Wahr X, unol X, nicht zwirgendl unalohangig
,&Falsch

Ist die erwartete Anzahl von Vergleichen fiir den QuickSort-Algorithmus O(n log n)?

>X(Wahr

O Falsch

Sind X und Y unabhangige Zufallsvariablen, dann ist E[XY] = E[X]E[Y].

;&Wahr

O Falsch

Sind X7, X5, - . ., X,, unabhangige Zufallsvariablen mit gleicher Verteilung, sodass Var(X;) = 1 fir alle ¢, dann ist
Var(X; +...+ X,,) =n.

%(Wahr

O Falsch

Fiir eine Zufallsvariable Var(X) = o% und E[X] = 0 gilt: . ;
Pr(X>X0) <1/ Pr(X>70] 2 Prix226] £PelIX-E£0x))27¢ ] $HeT T2
=0

}&Wahr

O Falsch

Wenn A(.’L’) ein randomisierter Algorithmus ist, der mit einer Wahrscheinlichkeit von 3/4 die richtige Ja/Nein-Antwort liefert, kdnnen wir

diesen Algorithmus O(log(1/8)) mal mit unabhéngigen Zufallsbits wiederholen, und die haufigste Antwort wird mit einer Wahrscheinlichkeit
von 1 — § richtig sein.

mahr

O Falsch



Wenn X eine nicht-negative Zufallsvariable ist, mit E[X] > 100, dann ist Pr[X > 10] > 1/2.

£ =410,1,4000]  X(H=w S /(o%o

O Wahr
O Falsch

Fur eine Zufallsvariable X und eine Konstante a gilt Var(X + a) = Var(X) + a.

Vow Cx s oo =Vour O3

Wenn wir unabhéngig voneinander zuféllig n Bélle in n Behélter werfen (wobei jeder Ball mit gleicher Wahrscheinlichkeit in jedem Behélter
landet) und X die Anzahl der Bélle im ersten Behélter am Ende des Prozesses bezeichnet, dannist E[X; ] = 1.

KWahr

O Falsch



eergratng 3

Exercise 1 — Balls and bins

Consider a process where n balls are thrown indpendently, each to a uniformly random bin among
{1,...n}. Let X; denote the number of balls in the bin ¢ at the end of this process. Show that for
some large constant C, we have

logn

Pr( max X;> ) < 1/4.

ie{l,...n} L,@,l?&)
kK
Hint: You can use without proof that (Z) < (%)k

S
n |
Plmox X >kl 2 POx>KD <&
RSVERNEN i=4
PrlX, > K 4%5 , V= Eimes vom it Rowl

X, >k 35Sk 0SSk A Y, =4 1eS
s e "“ k\“*
PO < 2 BONesy == 2, TUR D= 7o ()= (00)- (A< () (n

) ( GS(/—\/‘\-' Cf‘j A |
\L*A V\ _ k-{-
Cad=44,..,n3 (uu/\ ﬂ
A0 dogi N\ logn '
S T
e e 4 ~ () -2oqogr i) -SEYN - qoplis) 4 4
TL% 4<@> =€09(m/=e,809 < e 2608 = WE <t
e ” 4 @Of\))(V\\: e(D&QOaV\
&=
(.



xhrarken Port 2)

Satz 2.67. (Ungleichung von Markov) Sei X eine Zufallsvariable, die
nur nicht-negative Werte annimmt. Dann gilt fiir alle t € R mit t > 0,

dass .
PrIX>t] < %

Oder dquivalent dazu Pr(X > t- E[X]] < 1/t.

Satz 2.68. (Ungleichung von Chebyshev) Sei X eine Zufallsvariable
und t € R mit t > 0. Dann gilt

Var[X]
tZ

Pr[X—E[X]| > t] <

oder &quivalent dazu Pr[[X — E[X]| > t\/Var[X]] < 1/t%

Satz 2.70 (Chernoff-Schranken). Seien Xj, ..., X, unabhingige Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen mit Pr[X; = 1] = p; and Pr[X; = 0] =1 —p;.
Dann gilt fiir X:= ) | X;:

(i) PriX > (1 +0EX]] < e 3¥EX  firalle0<5< 1,

(ii) PrX < (1 —8)EX]) < e 2EX  fiiralle 0 < 6 < 1,

(iii) PrX > t] <2t fiir t > 2eE[X].



Prifungeaufpe [FSZ)

Exercise 3 — Obere Schranken

Wir werfen eine faire Miinze n > 1 mal. Sei X die Anzahl der Wiirfe bei denen die Miinze ‘Kopf~

zeigt. Geben Sie méglichst gute obere Schranken fiir Pr[X > 0.75n] an.

(a) Mithilfe der Ungleichung von Markov.

_n

ECXd ==

ArCxz 035002 2 - =
oagn S

(b) Mithilfe der Ungleichung von Chebychev.

PrCIX-E0x)I>+]
ECX3=%

VarDXQ= npit-pd = '
Prix= 2nl=ALx-ECx1=4n]

n
< PrOX-ETX]24nl < WZEX] = —= ——%
6 -

(¢) Mithilfe der Chernoff Schranken.

(0 PFEXE (A—v&)EEx]jé {%S‘:QC)C\

4. 4.0 n
PrliX= 2] =Prix= U+ DG e > v T g™

S

(1 points)

(2 points)

(2 points)



ranchmisierter Algorithmus. Ejngolbe I- Aﬁg)ﬂ'thmus A mit Zufoliszolden R Ausquiee AL, R)

determinetisth sefiee Eingoice, selicer Output
nicnt-deterministisc: setioe Evgake, vielleignt unterscniedigicher Qutput

Monte. (ardo Vs LOS \/egas

2V forrekthert 2V Laufzet
mmer gee{che (Qufzeit manchmal zu dngsam/ 222" qugeken
mancha ¢ fofkohes Ergam% immer korrekte Antwort

Bupiele: Primzah&testhgeﬁmh@ Bapiede: Quicksort

Recbidion von Fehlerwonscheinfichikeiten

@ 103 Vegos
nie fadsche Antwort, ater manchmo? 222" ofs Ausobe € 5 N
PFE(A(I) korrekt 1> ¢ 0.1 0.01 47
0.5 0.01 10
Esgift ¥6-0 u45 CIVIPQ weloher A sofon 9@ aufruft bis 0.5 1080 369
“C” g Artuort oer e arfoltse Auffe, dann 05 T =
Prl A (T) torrekt] = 4-§
Beweis: I-x<e

L .
Prin ﬂilot MN-mod "222" Y2 - = ¢ E“:Q—%%m(s 3: eevus):s

PrLA (D ko] 2 A-S

@ Monte Corlo (ensettiger Fehéer)

A rond. Al mit Auspice ef0, peind
PrCAM=J00 =41 - falls L Ja-Instane
PrLA(M=Nerd=e - folls T -Mein-Instare

¥$>0 A =A we?d’l@f/l SO@WSE QUFYUFE s Nein

> OOIQQC? N=£-0n(%) - mol Joc a wirol

Donn 9[& PrlAs(T) korrekt1=4-S

Rewess ona(og 2u @



@ Monte Qrth wesertiger Fehter
A rond. Ao mit Ausialce efida, Neind
PrC A korrekt] = 2+ &
P

V20 Ag =Ap welcher A N= 2 tn(8). -mal oufruft und
die Menrveitder ernateren Antiorten augguot
Dohn 9;&: PrL AT kovrekt 1= 4-S

Rewels: X:=#n d/\h’% Antpocten ver N Aufrufen

<t
Pri s (1) konrelc) = PriX> &= f—pr(Xe 2]
EDQ=Np=N (Z+e)=M ne

&> L = p-eN=Np-e) = U-ON = (¢ (§+ £l) < (4-)ELX]

-4 Lt 2 nls
Prixe < (X2 -EDT)ce °F 2 s 5 05



Auftgoe Broren Jenexs

Sie sind mit einem Netzwerk verbunden, das aus n Servern besteht, die von 1 bis n nummeriert sind. Sie kénnen jeden

Server i in Zeit (1) kontaktieren und erhalten als Antwort entweder eine ‘0’ oder eine ‘1’. Leider sind einige der Server

kaputt uns Sie sollen herausfinden welche Server betroffen sind.

« Falls Server i kaputt ist, sendet er bei jeder Anfrage ein unabhangig gleichverteiltes Bit.

» Falls Server i intakt ist, dann antwortet er auf jede Anfrage mit dem gleichen Bit ¢; € {0,1}.

Allerdings ist der Wert ¢; unbekannt und kann von Server zu Server variieren.

(a) Seien & > 0 und i € [n] gegeben. Beschreiben Sie einen Monte-Carlo Algorithmus, der herausfindet, ob Server i

kaputt ist. Berechnen Sie die Fehlerwahrscheinlichkeiten (abhéngig davon ob der Server kaputt/intakt ist) Ihres

Algorithmus und stellen Sie sicher, dass Ihr Algorithmus Fehlerwahrscheinlichkeit héchstens — hat.
n

(b) Sei & > 0 gegeben. Beschreiben Sie einen Monte-Carlo Algorithmus, der eine Liste aller kaputten Server erstellt und

Fehlerwahrscheinlichkeit héchstens & hat. Hierbei sagen wir, dass der Algorithmus erfolgreich ist, wenn die Liste alle

kaputten Server und keinen intakten Server enthélt.

a) k Anﬁm%,zn, wenn oPe. Antinorten oReichy —> Auggo@e U Sorper i it intouket”
X, = olle k Amﬁage/\ bekOMimMen fbicne Antuort

4]
Pri X, | Server i ist koputtl= (A5 \jo/,ﬁk(izk
L2
o (G <2 <

& b 2‘@949\,%3 :—Q@‘gz (’%} iy
—_— L/\,ﬁ_,
b) Nutzen von a) fuir jeden Srver
Yi s Inolikatto v varioleZe fuir fuscines Gr%@bn{g vei Server ¥
Y= ZEY.’ Markov

PeC Liste intovrek) —prly=412 S < 5

ECY-Z ECYI<E n =S



TARGET SHOOTING

(Jggeben: end&’chemergenS,U odiss Sel, T:U=1045 T w=1 = ueS
Gesucht: {—5,'—

TARGET-SHOOTING
1: Wahle uy,...,uy € U zufallig, gleichverteilt und unabhangig
2: return N~ 3N Tg(w)

Sei €0, et ein Wie grofd muss N sein, comit der AGjorthmis: mit Wohrsonendchiat = 1-s
eine Antwort im . Intervo Ci-o) B xRt ausgilotz

Satz 2.79. Seien d,¢ > 0. Falls N > 3% - £72.1n(2/8), so ist die

Ausgabe des Algorithmus TARGET-SHOOTING mit Wahrscheinlichkeit

mindestens 1 — & im Intervall [(1 o e)%, (1+ e)%].



PRITTZAHL ST

Gofiches Finden von Prinzalen: Aussuchen einer random Zain€ n 9{»,?0@@ Lang,
dann. testen, ob sie eine Primzang |

naive Opton: alle Teer bis W' testen — ineffizient:

ranclom Zan¢ aa(&...,«ﬂ auswanén uncl schougn ol gcd am>1
Klaiver fermatscher St 16t neN pom s gk fur offe Zoen Ocaen o= A

Canmichoe?-2an? n- fur alle teiterfiemdlen 2oén o iet 0" "=
Keinse QQrmichael-Zanl: 564= 3-44- 4+
Miller- Kabin-Primzan¢test

dee: Wenn 1 prim, donn ist (Z,,+, =) en Korger
— x"=n4 hat Gsungn x=4. wid x = =1=qn-4

n-A=d-2° , d ungerude
n prim &> Yoeid, . ,n-13 giet 0" = () = A

MILLER-RABIN-PRIMZAHLTEST(Nn) Laufzeit Ona)

: if n =2 then <
return ‘Primzahl’ PrT ncht prim’l nicht prim) > <

1
2
3: else if n gerade oder n = 1 then

4: return ‘keine Primzahl’

5. Wahle a € {2,3,...,n — 1} zufdllig und

6: berechne k,d € Z mit n — 1 = d2* und d ungerade.
7: X ¢+ a% (mod n)

8 if x=1orx=mn-—1 then

9: return ‘Primzahl’

10: repeat k — 1 mal

11: X « x* (mod n)

12: if x =1 then

13: return ‘keine Primzahl’
14: if x=n —1 then

15: return ‘Primzahl’

16: return ‘keine Primzahl’




A) W konnen Jedm [0S v§9os A(gor‘rthmus mit erworteter Loufzeit T ineinen ronclomisierter!
A@Orithmus mit LQutzeit hachstens 40T undl Evfo@sw’keit ming. 09 umwandeth

2) Wir wotlen doerprufen, 0o en Groph & auf n=3 Kroten dle. Eigensohoft hat, doss offe Kot
nichstens Grod 40 haben. Wir scidogen £ egencen Aorithmus A vor:

Mit It G, ke einen Kinofen veG eufolig (Fecherteitt: Falés. ol(v) <0 gehen wir "Wok” aus, Ghsonsizn * Fodsan’
@ Folls G mindl.enen Knoten mit dlon=40 th,gi& PrL AG)="Talsch' =
() Des st ein A(f_goriﬁrlmus

OFolls G kanen Koty v mit d(v)>40 enthalk, dapn PrLAGY="wohr']=1

2) (Wenn wir wisen, dass 52633 eire @rmichaed Zon€ ist, fodgt doraus, 00ss M = A st 2
4) Retrochie oen Fermat-Prinveointtest

(o0 Die. Augice "terne Primeolnl" s immer ity

(0)0ie Ausgplce. "Primenhe” ist immer richtig



