AP oche €

Eine Zufolf=pviolole (2V) &t eine Ablomédurg X:Q— R, wolej inr. (Wertciereich
W = X (€D =L xe R Jwedl mit Xwd=x3

Dichtefunktion £ R—=0043, %= Prix=x]
Vertedungstunion FeR=>0041, x> Arlx=x]
Auftaloe: Ein rorrroer (warfel wird zweima? geuren

Die 2Y. X lezeichnet die GesonviCzan€ der Wurfe mit Exgeonis "4 oder 6"
Zeldne Dichte ~ ungl Vev“caeungsmmchon.

zZ2 2 _ %
(o 4 F 0 PCx=01=73 ’25;’ 3
R 14 4
o W PrOX=1M1= 75
4?3 r_____— r- 8
. ; Pe(x=2J=242=7
%9 1 ’ 339
Y9 T (——] N
o] A z x 0 A 2 x

Incliartorvanioloe IA(U\))::{ 1, folls weA

fur en Ereigvx\s A
0, sonst

eECx A’l*—PrEA'l

EKp )= 2P xex)-x = Pr(AY- O+ PrCAl A
e = PriA)



Definition 2.39. Fiir eine Zufallsvariable X mit u = E[X] definieren wir

die Varianz Var[X] durch
/o
Var(X] :=E[(X — n)?] = Z (x — n)?- Pr[X = x].

xeWx

Die Grosse o := 4/ Var[X] heisst Standardabweichung von X.

Satz 2.40. Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt
Var[X] = E[X?] — E[X]*.
Bewwis: VarCxJ= ECx-mI=E0K-ZXp+ ]
-com-€romas \2
=EDEI -2peld
= EOX*]- M

2 €C>Q1
= COXI-E0XD

Satz 2.41. Fiir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt

Var[a - X + b] = a? - Var[X].

Beweis:
Cxd-ECaX ]

</

02 €00

Definition 2.42. Fiir eine Zufallsvariable X nennen wir E[X*] das k-te
Moment und E[(X — E[X])¥] das k-te zentrale Moment.



A Bermouddi-Verteidung
P x= 4

Fur eine 2V X mit Wy=404 und ﬁg@:{ P20 ot X Bemoullip)

/SOV\S{-
EXI=p
VorCx1=p4-) ., dat VarOx=p(h-p)

Q@)

(;‘)? A", xeko,...nd
gonskt

2 Binomiolvertei EUng

Eine 2V X mit Wx=104. .n} und Dichte €, ()=
eisst binomiodverteitt ‘mit Parameter n undp, X ~ %\n(\(\.?)

fX1=np
Wrlx1= npd-p)

3 Gaometrische Vertaﬁung

Wemn ein exneefier Versuch mit Wkt p getingt
S0 ¢ dlie ANzOne der Versuche s um Erfofg geometrisch vetict, X Geo(p)
_ )'1-4 Ar i n A n
fa= O =Tkl = 2 pup ™ = )

E0= 5
Votxd = %P—

" (ae(ijVttY\\SQOS"I Satz 2.45. Ist X ~ Geo(p), so gilt fiir alle s,t € N:

Pr(X>s+1t|X > s] =Pr[X > tl.

N _ st ~
Bewess Prke s vt sos0= REE0 = (0B < (p " =Rt

't Negtve Binomiotverteitling
“veraflemeirerte. gom Vertolung”, Worten auf den peten Exfoly
falls n=1:2~ Geo(p)
#Vem/crm lois 2um n-ten-ertolgreichen Experiment
#Z(z)=(ﬁ:2 phu-pF"

-1 Gro

g,vdwo auf z-1

v«.mdnc aufpeteet 0 -voestlen
Z=:§;x, , uoloel jedes Xir Gl
EA=-7

5. Poisson-Verteidlng
Motivation: gedes Erezgms SR Unwalrscheingich, aber viee Erelgist migeior
£O=

exi= VONDQ =A



Stabpite ma@n
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(uont: moglichst qose Tdemengc SV, ndass GLST kare anen et -~

Algorithmus \oestelt ous 2 Runden &
A) (Gschen jedes. Knokens it Wett A-p
2) Fir jedle dbrig gebbiebene Kante anen der: been Krofen Gscren

X= Areah? der Knofen, die dle erste Runce uiberfebon X=Z X
X+ Indikdorvariolpde, doss der +t¢ Knoien Gleréett X; ~ Bernoufé(p) )
Emx- EC:ZA %= \?n:; ECX3= é PriXi=A=np
w
Y= Prechl der Kok, e cle erstc Rurde e =
Y.+ Inlikatorvaviolofe, dass. Konie i qbertebt Y, Rernouddi ()

=g [?';va::%g%\q - @

S+= Arean? der Knoken in dler stobiten enge

SED maxima @~ fr
/ A
ECS1= €0x-Y2= ECR-EM) = np-mp*® P=2Zm



Tlenrere Zufalsvraplen

PriX=x Y= g] =Prliwe Ul Xwd=x, Y(uo%gﬂ

\ e Dite PrX=x1= % PriX=x,Y=u}
der2v Xund V 'FX.\/(X'@ ’

Randdlictien:  f, 0= PACE Fylp= 2o fxr e
qmansame, Vertelung Fyy G = Pr(xexYegl= 2. 923 Ty LX)

Unabonongigkert von Zufllsvariaolen
Definition 2.52. Zufallsvariablen Xj,..., X, heissen unabhangig genau
dann, wenn fiir alle (xq,...,%,) € Wy, X ... x Wx,_ gilt

Pr(X; = x4, /\, Xn =xnl =Pr[Xj =x1] e+ ¢ Pr[X,, = xnl.

Lemma 2.53. Sind Xj,..., X, unabhdngige Zufallsvariablen und sind
Sty---y 54 C R beliebige Mengen, dann gilt

PI‘[X] € S],. . .,Xn € Sn] = PI’[X] € S]] """ PI[Xn € Sn]

Bauyis:

Korollar 2.54. Sind Xj,..., X, unabhdngige Zufallsvariablen und ist
I={i,...,i} C [n], dann sind X;,,...,X;, ebenfalls unabhangig.

. ‘ ) .__ Wy; faus jeT
Bawes mit lemma 283 mit Si=4 .5 005

Satz 2.55. Seien fy,...,f, reellwertige Funktionen (fi: R — R fiir
i=1,...,n). Wenn die Zufallsvariablen Xj,..., X, unabhéngig sind,
dann gilt dies auch fiir f;(X;),..., f(Xy).

Baweis mit (emma 253 mit Si=4xIf00=23  unol 2ie Wewy
Asnmengeetzte 2ufalvariokolen
Satz 2.60. (Linearitdit des Erwartungswerts) Fiir Zufallsvariablen
Xiyoo oy Xqund X := a1 Xy + - - - + an Xy, mit ai,...,a, € R gilt
EX] = aiEX] + - - - + anE[Xn].

Satz 2.61. (Multiplikativitat des Erwartungswerts) Fiir unabhangi-
ge Zufallsvariablen Xi,..., X, gilt

EXi--- - Xal =EXi] - - - E[Xq]. Unalda.

e
Rewpeis: - N=& ECX&]-?X%%Y xgj'RrEXw,‘/:&] = Zzax:j Pr[%-x"_&-?rttﬁ:@-]

xeWy 3ew

:Cde:wxx. = ﬂ)@%\ﬁ Pyl >
= ECX3-€CY) 7l



Satz 2.62. Fiir unabhéngige Zufallsvariablen Xj,..., X, und X := X; +

e+ X gilt
Var(X] = Var[X;] + ...+ Var[X,].

Reveis: Nar(R) Z= XY . ; 3 .
B Clxey - EO YR = ETXT)- EOT% ECYSI-E0YT - \rOG- Yo )

7

— FOX JECXIECY] 6092 = (0> €CHY
ELX3 200y = ECKT+ 2E0QECY T4 ECY T
E[X +Y]| =E[X] +E[Y] VXY
E[X -Y]=EX] -E[Y] VX, Yunabhangig
Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] VX, Yunabhéingig
Va.l‘[X ’ Y] #V&r [X] ’ Va‘r [Y] lA (auch fiir unabhingige ZV)

ldsche |dentitt

Satz 2.65 (Waldsche Identitat). N und X seien zwei unabhéngige Zu-
fallsvariable, wobei fiir den Wertebereich von N gilt: Wy C N. Weiter

S€l

wobei Xj, X3, ... unabhangige Kopien von X seien. Dann gilt:

E(Z] = EN]- EX]. =75



THGUIZFRAGEN

Fur jede Zufallsvariable Xgllt E[X?] = (E[X])2.
Fatech, D\JO@‘L\/O\VOQ:Q XX

Sind X und Y zwei positive Zufallsvariablen fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum {2, so
dass fir alle w € 2 gilt: X(w) < Y (w), dann gilt:

EpX] > E[y] Todsoh, O =01,23, Lo, Xwdd=wa, V)= w

0l @vi-ogi=ws - 2ELX=FTZN
E[2X] < E[Y] Fodsan §U=E425, loploce | X(wd =W, )= w™ -

EX-Y] <0 Rld/rtlg, Lineoritot des €O

]E[XY] <E[Y? dﬁh\@
= S Zrm,"ﬂ PO ey
Wir werfen einen fairen, sechsseitigen Wiirfel 4 mal. Sei X die Summe der Augen der
- .
vier Wiirfe, dann ist X binomial verteilt.

foLscin

Ben wirft eine (faire) Miinze so lange bis zum ersten Mal Kopf kommt. Anschliessend
wirft er einen Wiirfel so lange bis eine sechs kommt. Berechnen Sie den
Erwartungswert fir die Gesamtanzahl Wirfe (Miinze und Wrfel).

5

Wir werfen einen Wiirfel so lange bis eine 5 kommt. Mit X bezeichnen wir die Anzahl
der bendtigten Wiirfe. Danach werfen wir den Wiirfel nochmals X mal und
bezeichnen mit Y die Anzahl gerader Augenzahlen, die wir dabei sehen.

Bestimme E[Y].
3

Bestimmen Sie diejenigen Aussagen die fir jede Zufallsvariable X gelten:
Var[X] > E[X]  Foéch, X(w)=5 Ywe& NwvCX1=0,E00=S
Var[X] > 0  Romhg
E[X - E[X]] =0 Routy
Var[X — Var[X]] = 0 TofScth, VarCx+bd= 1arex

Seien X und Y zwei Zufallsvariabeln mit E[XY] = E[X]E[Y]. Dann sind X und Y
unabhangig.

Falsch

Seien X, Y unabhéngige Zufallsvariablen mit Var(X) = 1 und Var(Y) = 4.
Dannist Var(X - Y) = —

Var-X1=NVoarCx) FodSon
\low CEA-XD= ()% Vo OX3



Chinese Whispers

In this exercise, you are supposed to compute probabilities for the children's

game Chinese Whispers (also known as Broken Telephone).

The game consists of 2 people lined up in a straight line 1, ..., n, and a start
player—in this case, you. You devise a message, which may be eitheraQ ora 1,
and whisper it to the first person in the line (person 1). The message then
propagates in this fashion throughout the line, meaning the ¢-th person whispers
it to the (¢ + 1)-st and so on until the message reaches the n-th person. That

person then shouts it out loud in order to compare it with your original message.

However, this can go wrong, as each person in the line may misinterpret a
message with some probability. Namely, the z-th person interprets and whispers

forward the opposite of what they hear (i.e., 0 instead of 1, or 1 instead of 0) with
probability p;.

Knowing the probabilities p; forall 2 € {1,...,n}, can you compute the
probability of the final message matching your original message? Note that we
only require that the start message and final message are the same; we do not

require that all intermediate steps were correct.

Input

The first line of the input file contains a number ¢ < 30 of test cases. Each of the

t test cases is described as follows:

e |t starts with a line consisting of two integers n and m, separated by a space,
denoting the number of people participating in the game other than yourself

(1 < n < 10*) and your starting message (m € {0,1}).

¢ The following line consists of n real numbers p;, po, . . . , Py, separated by
spaces, denoting the probability that the z-th person forwards the opposite
of what they receive (0 < p; < 1, forall 7 € {1, e ,n}).

Output

For each test case, output a single line with the probability that your message
matches what the n-th person shouts out loud. Each output value should be a
real number between 0 and 1. Your solution will be accepted if it has an absolute

or relative error of at most 1073.




Points

There are three groups of test sets, worth 100 points in total:

1. For the first group of test sets, worth 20 points, you may assume that n < 3.

2. For the second group of test sets, worth 30 points, you may assume that
n < 20.

. For the third group of test sets, worth 50 points, there are no additional

assumptions.

DPCiyd = w'keit,doss die etete Person das richtige. (ort- vestet,
e Person i (Wort ) verstonden hat

DDEI/\)‘J =pGid- DPCi+4, +Oned 2]+ (4-ptrd). DP C,’.,.,{uj
Boge (ose: OPCpymJ=A , DPUh, (m+Admod 23=0

Result: DPT O]



algorithms. »;

Main §

main(String[] args) 1

In. ("public/custom.in");
Out.compareTo("public/custom.out");

t In.readInt();
( 1 0; 1 t; 1++) {
testCase();

§
n, m;
[1 p;
[1[] dp;
testCase() 3
In.readInt();
In.readInt();
[n];
dp [n+1][2];
( 1=0; 1i<n; 1++){
pli] In.readDouble();
§
( 1=0; i<=n; i++){
( 3=0; j<2; j++) dp[il[jl = -1;
%

Out.println(solve(®, m));

1)

(dp[1][7] dp[i][3];

dp[i]1[3] p[il*solve(i+1, (j+1)%2)
dp[i][3];

(1-p[i])*solve(i+l, J);




ochranken

Satz 2.67. (Ungleichung von Markov) Sei X eine Zufallsvariable, die
nur nicht-neéative Werte annimmt. Dann gilt fiir alle t € R mit t > 0,

dass
E[X]

Tt
Oder dquivalent dazu Pr[X > t - E[X]] < 1/t.
ECAL= 72 X Prlx=xDd = 2 2 PriX=xd=+ Z rX=x1
xelWy xe Wy Xely

x2L x>k

=+ PrOx=1]

PriX>t] <

Satz 2.68. (Ungleichung von Chebyshev) Sei X eine Zufallsvariable
und t € R mit t > 0. Dann gilt

PrX —EX]| > t] <

oder dquivalent dazu Pr[X — E[X]| > t\/Var[X]] < 1/t%.
moekoy
> LOEDT e
rO-ECQI2A = PrO(CEDOY? 242 2 7= =
Y

cc L D

Anwduvg;
P2+ e0AT=PX-ECX2€] 2 PrUX-EXA= ]
\__/

X-EX} et



Sie findet in ihrem Schrank eine grosse Schachtel voller Perlen und ohne zu beachten welche
Farben die Perlen haben zieht sie eine Perle nach der andern und reiht sie aneinander um eine
schone Kette zu bilden. Sie konstruiert eine Kette mit n > 3 farbigen Perlen. Jede Perle ist
rot mit Wahrscheinlichkeit % und sonst blau, unabhingig von den anderen Perlen. Die Perlen
formen natiirlich einen Kreis, der Verschluss der Kette wird ignoriert. Wir sind interessiert an der
Zufallsvariable X, der Anzahl Farbenwechsel entlang der Kette.

Wir definieren Xy, ..., X,, wie folgt. Fiir 1 <7 < n—1, sei X; die Indikatorvariable fiir das Ereignis
dass die Perlen i und 7 4+ 1 unterschiedliche Farben haben und sei X,, die Indikatorvariable dass
Perlen n und 1 unterschiedliche Farben haben. Offensichtlich gilt X = X + Xo + -+ + X,,.

—_—
Sei 1 < i < n. Berechnen Sie E[X;| und E[X].

ECx1=%
D=5

Sei t > 0. Benutzen Sie die Markov Ungleichung um eine obere Schranke fiir die Wahrschein-
lichkeit Pr[X > E[X] + t] zu finden.

[A)
= n
ACX= ECXAQrt] £ "‘EEDCE% C =__VT_\_LT =Ntz

Seil < i,j < n. Wasist der Erwartungswert E[X;-X;]? (Ihre Antwort sollte von i, j abhéngen.)
. . 2 n n e . .
Benutze dies zusammen mit der Formel X= =377, >°° , X; - X; um E[X?] und die Varianz

von X zu berechnen.

elx]= _:A Jﬁ X% ]
J

Fa®? @: i=

A n-wa?
X,~~Xj=X12 EQXi X)=2

Fall @: li-l =a 4 An-mod
Xi ¥ =4 K= 4 Xi=4

0% %4
Falt @: lim)=a n%- 2n-mad
ECX; Xj1=E0¢1-€0% 3=

"=3n _ =N

1 4 2_
ECeI=n Z+2ngq +~ 229 =0

Vo CX 3= EOCT- EOxR = t2n - &£ =2

Sei t > 0. Benutzen Sie die Chebyshev Ungleichung um eine obere Schranke fiir Pr[X >
E[X] + t] zu berechnen.



Zusotzliohe Aufgoben:

Aufgabe 1 — Dominante Menge

Sei G = (V, E) ein Graph. Eine ‘dominante Menge’ W C V ist eine Knotenmenge, sodass fiir jeden
Knoten v € V gilt, dass entweder v selbst oder ein Nachbar von v in W enthalten ist. In dieser
Aufgabe betrachten wir einen randomisierten Algorithmus, der eine dominante Menge findet und
dem Algorithmus aus der Vorlesung zum Finden einer stabilen Menge dhnelt.

Wir nehmen an, dass G Minimalgrad mindestens d > 1 hat, d.h. jeder Knoten v € V hat Grad
deg(v) > d. Der Algorithms besteht aus zwei Runden. In der ersten Runde markieren wir jeden
Knoten unabhéngig von den anderen Knoten mit Wahrscheinlichkeit p (wobei 0 < p < 1 gegeben
ist). In der zweiten Runde betrachten wir jeden Knoten v € V| wenn weder v noch einer seiner
Nachbarn in der ersten Runde markiert wurden, so markieren wir v. Man sieht leicht, dass die
Menge der markierten Knoten nach der zweiten Runde eine dominante Menge ist. Wir analysieren
die Grosse dieser dominanten Menge im Folgenden.

(a) Sei X die Anzahl der Knoten, die in der ersten Runde markiert werden. Berechnen Sie E[X].

(b) Seiv € V ein beliebiger (aber fixer) Knoten. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass weder
v noch einer der Nachbarn von v markiert wurde genau (die Antwort darf von v Abhéngen).
Finden Sie eine obere Schranke fiir diese Wahrscheinlichkeit, die nur von d und p abhingt
(und nicht von v).

(c) Sei Y die Anzahl der Knoten, die in der zweiten Runde markiert werden. Verwenden Sie (b)
um eine obere Schranke fiir E[Y] zu finden.

(d) Zeigen Sie, dass die erwartete Grosse der dominanten Menge héchstens n(p + e P4F1) ist.
Hinweis: Sie diirfen die Ungleichung 1 — < e™* ohne Beweis verwenden.

1+In(d+1)

] enthélt.

(e) Zeigen Sie, dass G eine dominante Menge der Grosse hichstens n -
Aufgabe 1 — Establish Dominance

Sei G = (V, E) ein Graph mit V = [n]. Wir definieren den Wahrscheinlichkeitsraum € = {0, 1}".
Wobei fiir w = wiwsz . .. wy, gilt das Prlw, = 1] = p fiir alle v € V unanbingig von allen anderen w,.
Es ist zu beachten, dass, obwohl unser Algorithmus zweistufig ist, wir den Wahrscheinlichkeitsraum
s0 definieren kénnen, da die zweite Stufe des Algorithmus keinen “neuen” Zufall braucht. In der
ersten Runde fiigen wir alle Knoten v fiir die gilt w, = 1 in unsere dominante Menge ein. In der
zweiten Runde dann alle Knoten w fiir die gilt w,, = 0 und w, = 0 fiir alle u € N{w).

(a) Wir definieren Indikatorzufallsvariablen fiir jeden Knoten v € V'

X = 1 falls v in der ersten Runde makiert wurde,
"7 )0 falls v in der ersten Runde nicht markiert wurde.
Damn gilt X =3 .\ X,. Des Weiteren gilt
E[X,] =Pr[X, = 1] = Prlw,| = p.

Durch die Linearitit des Erwartungswerts folgt

E[X] = ) E[X,] = np.

veV
(b) Wir definieren das Ereignis
F, = ‘weder v noch einer seiner Nachbarn wurde in der ersten Runde markiert’.
Fiir einen beliebigen Knoten w definieren wir das Ereignis
FE.,. = ‘w wurde in der ersten Runde nicht markiert’.
Es ist leicht zu sehen das gilt
Pr(E,] =Prlw, =0/ =1-p.

Man beachte das gilt
F= ) Ew
wef{v}UN(v)
Wir wissen das die E,,’s unanhingig sind, da wir die Knoten in der ersten Stufe unabhingig
voneinander zur dominanten Menge hinzufiigen. Daraus folgt

Pr[F,| = H PrE,| = (1- p)de’“")Jrl < (1- p)d“.
we{v}UN(v)

wobei der letzte Schritt folgt weil 1 — p < 1 und somit (1 — p)des(®)+1 monoton fallend in
deg(v) ist.



(c) Wir definieren Indikatorzufallsvariablen fiir jeden Knoten v € V

Y. = 1 falls v in der zweiten Runde makiert wurde,
! 0 falls v in der zweiten Runde nicht markiert wurde.

Es ist leicht zu sehen, dass nach der Beschreibung des Algorithmus Y, genau dann 1 ist, wenn
F, eintritt. Aus der Berechnung aus (b) folgt

E[Y,] = Pr[Y, = 1] = Pr[F,] < (1 - p)™*".

Aus der Linearitit des Erwartungswerts folgt fiir Y =3 _, Y, dass

E[Y] = ) E[Y,] < n(1-p)™.

velV

(d) Sei Z die Anzahl der Knoten in der dominierenden Menge, die der Algorithmus liefert. Es gilt
Z=X+Y.
Aus der Linearitiit des Erwartungswerts folgt:
E[Z] = E[X] +E[Y] € np +n(1 — p)?+L.

Durch die in der Aufgabenstellung gegebene Ungleichung erhalten wir (1 — p)‘“l < e~Pld+1)
Daraus folgt

E[Z]<n (p + e_”(d“)) .

(e} Wir wollen den in (d) erhaltenen Term in Abhiingigkeit von p optimieren. Hierfiir berechnen
wir die erste Ableitung,.

dipn (P + e_p(d+l)) =n (l —(d+ l)e_”(d”’”)

Wir setzen :
n (1 —(d+ l)e'p(d“)) =0.
Auflésen nach p gibt
_In(d+1)
Cod+1
Es ist leicht zu iiberpriifen das p € [0, 1].

Man sieht (zum Beispiel iiber die zweite Ableitung oder anders) leicht. dass es sich bei diesem
Wert von p um ein Minimum handelt (und keinen Sattelpunkt/Maximum)

Einsetzten in unsere Formel fiir E[Z] gibt

In(d+1) sy 14 In(d+ 1)
<n|——+e = e
]E[Z]_n( a1 te n dil

Dies bedeutet, dass fiir p = 1"‘(1%1 die erwartete Grosse der dominanten Menge hochstens

n (H’l“ +dl+l ) ist. Insbesondere bedeutet dies, dass eine solche dominierende Menge existieren

muss (generell gibt es immer Elementarereignisse wi,ws € €, so dass X(w;) > E[X] und
X(w2) < E[X)).



Aufgabe 1 — Der kleine Bruder des Coupon Collectors

Die neue Serie von Sammelkarten mit Bildern berithmter Fussballspieler ist gerade erschienen.
Die Serie besteht aus n verschiedenen Sammelkarten. Sie kaufen Pakete mit je einer Sammelkarte,
die unabhiingig, uniform zufillig aus den n Sammelkarten ausgewihlt wurde. Da Sie nicht an
doppelten Bildern interessiert sind, geben Sie alle Bilder, die Sie bereits besitzen, an IThren kleinen
Bruder weiter.

(a)

(b)

Nehmen Sie an, dass \/n eine gerade Zahl ist. Sie haben bereits 2\/n Bilder gekauft. Zeigen
Sie, dass Thre Bruder mit Wahrscheinlichekeit mindestens 0.5 mindestens ein Bild erhalten
hat.

Sie wollen sowohl Thre eigene als auch die Sammlung Thres Bruders vervollstindigen. Berechnen
Sie die asymptotisch beste obere Schranke (in O(:) Notation) auf die erwartete Anzahl von
Bildern, die Sie hierfiir kaufen miissen.

Messaldo ist der Lieblingsspieler Thres Bruders. Berechnen Sie die erwartete Anzahl von Bil-
dern, die Sie kaufen miissen, bis Ihr Bruder das Bild von Messaldo erhélt.

Sei T' die Zahl der Bilder, die Sie kaufen miissen, bis Sie selbst n/2 verschiedene Bilder ge-
sammelt hat. Berechnen Sie E[T]. Geben Sie das Ergebnis zusiitzlich (moglichst einfach) in
O-Notation an.

Aufgabe 1 — Der kleine Bruder des Coupon Collectors

(a) Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten 2/n Karten, die wir ziehen, paarweise

verschieden sind. Formal definieren wir als E; das Eregeinis, dass unsere ersten ¢ Karten
paarweise verschiedenen sind. Es geniigt dann zu zeigen, dass Pr(E, 5] < 1/2 ist, da unser

kleiner Bruder genau dann eine Karte bekommt, wenn E, J eintritt.

Wenn wir bereits i verschiedene Karten gezogen haben, ist die Warhscheinlichkeit, dass wir
beim (i + 1)-ten Mal wiederum eine neue Karten ziehen (1 — ~). Als Formel ausgedriickt
bedeutet das

Pr(Eip | E]=1- =
n

Mithilfe der Ungleichung 1 — x < ¢™*, die fiir alle reelen Zahlen = gilt, kénnen wir Ej fiir
k = 2y/n mit unserer obigen Beobachtung wie folgt abschiitzen:

k k—1 B k-1
Pr(E] = [ PrlE: | Bioal =[] (1 - i) <J[e v cenZiii=e" " <ot <1/2
i=1 (=

i=1

Fiir die vorletzte Ungeleichung haben wir verwendet, dass k = 2/n und k — 1 > \/n, woraus

k(k —1) = 2n folgt.

(b) Sei T die erwartete Anzahl Karten, die wir brauchen, bis wir alle Karten gezogen haben

(ganz unabhingig von unserem kleinen Bruder). Aus der Vorlesung wissen wir, dass E[T] =
O(nlogn).

Sei B die Anzahl Karten, die wir ziehen miissen, bis unser Bruder alle Karten hat. Offen-
sichtlich gilt B > T" und daher auch E[B] > Q(nlogn).

Wir wollen nun zeigen, dass diese untere Schranke bestméglich ist, also dass E[B] < O(nlogn).
Dazu machen wir ein kleines Gedankenexperiment und stellen uns vor, wir hiitten eine grosse

Schwester, mit der wir ebenfalls eine Variante des Coupon-Collector-Spiels spielelﬂ Fiir diese

Variante warten wir, bis wir allen Karten selbst gezogen haben. Danach geben wir jede Karte,

die wir ziehen, an unsere Schwester weiter. Sei S die Anzahl Karten, die wir ziehen miissen,

bis unsere Schwester alle Karten hat. Man sieht leicht, dass E[S]| = 2E[T] = O(nlogn), da

wir zweimal hintereinander das Coupon-Collector Spiel spielen.

Ausserdem kann man sehen, dass B < S: Dafiir stellen wir uns vor, dass wir mit unseren
Geschwistern gleichzeitig spielen (und wenn wir eine Karte ziehen, die wir laut Spielregeln
beiden gleichzeitig geben miissen, dann fertigen wir eine Kopie an und geben die Karte
tatsiichlich l)eidelﬂ). In dieser Variante des Spiels hat unser kleiner Bruder immer mindestens
so schnell alle Karten, wie unsere grosse Schwester und daher gilt B < S. Daraus folgt

E[B] < E[S] = O(nlogn).
Somit haben wir gezeigt, dass E[B] = ©(nlogn).



(c)

(d)

Sei X die Anzahl Karten, die wir ziehen miissen bis wir einmal Messaldo ziehen. Sei Y die
Anzahl Karten, die wir ziehen miissen nachdem wir zum ersten Mal Messaldo hatten bis wir
ihn zum zweiten Mal ziehen. Dann erhiilt unser Bruder nach genau X + Y Karten sein erstes
Mal Messaldo.

Bei jeder Karte ist die Wahrscheinlichkeit Messaldo zu ziehen 1/n. Daher sind sowohl X als
auch Y geometrisch verteilt mit Parameter p = 1/n und Erwartungswert n.
Laut Linearitit des Erwartungswerts gilt EX + Y| =E[X|+E[Y| =n+n = 2n.

Sei, genau wie in der Volresung, X; die Anzahl Karten, die wir ziehen miissen, um von der
i-ten bis zur (i + 1)-ten Karten zu kommen. Es gilt E[X;]| = - wie wir in der Vorlesung
gesehen haben.

n
n—

Die Zeit X bis zur n/2-ten Karte ist X = Xy + ... 4+ X, »_,. Mit der Linearitiit des

Erwartungswert erhélt man
nj2-1

E(X]= ) ——

i=0

Man sieht E[X] > Y"27"1 = n/2 (da jeder Summand mindestens 1 ist) und E[X] <
Z;;’ﬁ" 2 = n (da jeder Summand hochstens 2 ist). Daraus folgt E[X| = ©(n).



Aufgabe 2 — Varianz

Wir betrachten dieselbe Situation wie in Aufgabe 2 von Extra-Blatt 6. Gegeben sei also ein Graph
G = (V, E) mit n Knoten und m Kanten, und wir betrachten den Laplace-Raum Q = {S | S C V'}
und die Zufallsvariable X :=¢“Anzahl Kanten iiber den Schnitt (S,V \ S)”. Ausserdem definieren
wir fiir jede Kante e € E die Indikatorvariable X, fiir das Event E. :=“e lduft {iber den Schnitt
(S,V\ S)". Offenbar ist X =), X,.

(a) Seien e, f € E. Berechnen Sie E[X, - X/].
Hinweis: Unterscheiden Sie die Fille, dass e und f sich in 0, 1, und 2 Knoten iiberschneiden.

(b) Berechnen Sie E[X?].

Hinweis: Benutzen Sie X2 = > e fer Xe - Xy und Teil (a).
(c) Berechnen Sie aus E[X?] die Varianz und die Standardabweichung von X.

(d) Betrachten Sie folgenden Algorithmus zur Erzeugung eines Schnittes, der fast Grosse m/2
(oder mehr) hat:

1. Wihle S C V uniform zufillig.
2. IF |E(S,V'\ S)| > & — \/m THEN return S ELSE repeat from 1.

Geben Sie eine (moglichst gute) obere Schranke fiir die erwartete Anzahl Schleifendurchlaufe
des Algorithmus an.

Aufgabe 2 ~ Varianz

Den beschriebenen Laplace-Raum kénnen wir erzeugen, indem wir fiir jeden Knoten v unabhingig
voneinander entscheiden, ob er in S oder in V'\ S landet (jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2). Das
sieht man sofort, da dann fiir jedes S C V gilt Pr[S] = 2-51. 2=IVASI = 2-7 Wir werden daher
von nun an von dieser Beschreibung ausgehen.
(a) Ist en f = 0, so sind die Indikatorvariablen X, und Xy unabingig, womit E[X, - X;] =
E[X,.] - E[X;] = 1/4 gilt.
Uberschneiden sich e und f hingegen in einem Knoten, so kinnen wir o.b.d.A. annehmen,
dass e = {u, v} und f = {v,w}. Folglich ist X, - Xy = 1, falls entweder u,w € S und v ¢ §
oder falls u,w ¢ S und v € S. Somit gilt

E[X. - X;]=Prluc Sswe Sv¢g S| +Prlug¢SweSve S =(1/2)°%+(1/2)° = 1/4.

Alternativ kann man auch argumentieren, dass X. und Xy auch in diesem Fall unabhingig
sind, da die Events “u € S” und “w € S” unabhiingig voneinander sind.

Im dritten Fall iiberschneiden sich e und f in 2 Konten. Dann ist ¢ = f und somit X, - X; =
X2 = X.. (Die letzte Ungleichung gilt, da X, nur die Werte 0 und 1 annehmen kann, und

0% =0 und 1% = 1 gelten.) Also ist E[X, - X;| = E[X.] = 1/2.

(b) Da es insgesamt m? Paare e, f € E gibt und mit Hilfe der Linearitit des Erwartungswertes
erhalten wir

E[X?|=E[ ) X.-X/]

e feE
= Y E[X. X/
e fer
=D EX]+ ) EX.-X]
eck effek
2 m? +m
=mf2+ (m*—m)-1/4= 1

(c)

Var[X] = E[X?] — E[X]? = ""': = (3) =m

{(d) Als erstes iiberlegen wir uns, wie wir Wahrscheinlichkeit Pr[|E(S,V \ S)| < 5 —/m| anf
die Form von Chebyshevs Ungleichung iiberfithren kénnen:

Pr[|[E(S,V\ §)| < 2 — m] = Pr[X < E[X] — v/m]
= Pr[vm < E[X] - X]
< Pr[yim < |E[X] - X|
— Pr{y/m < |X — E[X]]|
< Pr(|X ~ E(X]| > vim]
Somit gilt dank Chebyshevs Ungleichung, dass

Pr[|E(S,V\ §)| < 2 — v/m] < Var[X]/m = 1/4.

Nun kénnen wir die Erfolgswahrscheinlichkeit des 2. Schrittes des Algorithmus abschitzen
durch

Pr|E(S,V\S) =2 — /m] = 1 - Pr[|E(S,V\ )| < 2 — /m] = 3/4,

womit wir eine obere Schranke von 4/3 fiir die erwartete Anzahl Schleifendurchliufe erhalten.



- Exercise 1 — Probabilistic method

- This is one of the most beautiful applications of so called “Probabilistic Method™, due to Paul
Erdds — a method of using probability theory to show existence of specific combinatorial objects,
that on its face have nothing to do with probability.

~ Specifically, as mentioned in Lecture 7, we will show that every k, there is a graph G that has no
triangle (so the largest complete subgraph is just Ks), but has chromatic number at least k.

. Let us consider a random graph on n vertices, such that every edge is included independently with
~ probability p = a/n, where o = logn, and let 3 = m/n for some m < n be a small constant (it
will be chosen s.t. 3~ 1/2k).

- (a) Show that if T is a random variable denoting the number of triangles in G, then E[T] < o®.

~(b) Let M be a random variable denoting the number of independent sets of size n3 in GG. Show
that
E[M] < 2" exp(—a3®n/3).

Conclude that when n is large enough, probability that GG has an independent set of size n3
is at most exp(—100).

' (¢) Show that this implies that for every n larger than some ng, there is a graph G with at most
106 = 10 log" n triangles, and no independent set of size nj.

~(d) Show if n is large enough, this implies that there is a graph G’ with no triangles, and chromatic
number at least 2/3.

Solution 1

- (a) For any three distinct vertices z,y, z € [n], Let T, ,, . be an indicator random variable denoting
whether triangle {z, y, z} is present in G (i.e. all three edges {x. y}. {y, z} and {z, 2} are present
in G). On one hand, since the edges are independent, we have £T, , . = p*. and therefore

g = Z E[Try.:) = (1;)1)3 < 'n‘3p3 < o,
(r,y.:)e({f{]) '

~(b) For a given subset U C [n] of size gn, let My be an indicator random variable denoting that
U is independent set in G. For n large enough we have (’32") = M%l < 3%n*/3. Therefore

E[My] = (1- pUT) < (1 = p)F*n*/3 < exp(—pn2B32/3) < exp(—naB?/3).

Since M = ZUG( ") My and (1) < 2" (the number of subsets of size 3n is at most the
an J

number of all subsets, we have
EM < 2" exp(—naB?[3) = exp(—naf®/3 + nln2).

If « = logn and 3 is a small constant, then for n large enough, we have —nlogn3?/3 +
nln(2) < —100, and hence E[M] < exp(—100). By Markov inequality,since M > 0, we have
Pr[M > 1] < E[M] < exp(—100).

(¢) Let A be an event that G has more than 3o® triangles, and B be an event that G has
independent set of size n. By union bound, we have Pr[A U B] < Pr[A] + Pr[B]. and by
Markov inequality Pr[A] < 1/3. By previous exercise, Pr[B] < exp(—100). Hence Pr[AU B] <
1/3 + exp(—100) < 1/2. So there exist a graph for which neither A nor B holds.

(d) Consider a graph G" where we take graph G as in the previous sub-exercise and remove all
vertices in all triangles in G. We remove at most 30® = 3log® n vertices, so if n is large enough,
3log® n < n/2, and the graph G’ has n’ > n/2 vertices. Clearly, by construction G is triangle
free, and moreover has no independent set of size 3n. As such, the chromatic number of G’ is
at least n'/(8n) = n/(28n) =~ (1/28).

Exercise 2 — Extra exercise

Adjust those ideas to show that for every { and k there is a graph with no eycles shorter than f,
and chromatic number at least k.



