Exercise T4.1 — Recursive dice

Consider the following experiment: We start by rolling a (fair, six sided) die. Let X be the
random variable that equals the number the first die shows. Next, we roll a fair X sided die

(that is a die with numbers 1 to X on it, each of which is equally likely to appear). Let Y be
the random variable that equals the number shown by this second die.

(a) Compute the joint distribution (gemeinsame Dichte) of X and Y.
(b) Compute the marginal distribution (Randdichte) of Y.

(¢) What are the expected value and variance of Y7
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Exercise T4.2 — Upper Bounds

We toss a fair coin n > 1 times. Let X be the number of times the coin shows “heads”. provide
upper bounds on Pr[X > 0.75n] using the following tools.

(a) Use Markov’s inequality.
(b) Use Chebychev’s inequality.

(¢) Use Chernoff’s bound.

Make sure to justify, why the respective inequality can be applied!
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XNroiken

Satz 2.67. (Ungleichung von Markov) Sei X eine Zufallsvariable, die
nur nicht-negative Werte annimmt. Dann gilt fiir alle t € R mit t > 0,

dass .
PrIX>t] < %

Oder dquivalent dazu Pr(X > t- E[X]] < 1/t.

Satz 2.68. (Ungleichung von Chebyshev) Sei X eine Zufallsvariable
und t € R mit t > 0. Dann gilt

Var|[X]
tZ

Pr[X—E[X]| > t] <

oder dquivalent dazu Pr[|X — E[X]| > t\/Var[X]] < 1/t

Satz 2.70 (Chernoff-Schranken). Seien Xj, ..., X, unabhingige Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen mit Pr[X; = 1] = p; and Pr[X; =0] =1 —p;.
Dann gilt fiir X:= ) | X;:

(i) PrlX> (1+8)EX]] < e s5EX  fijralle 0 <5< 1,

(ii) PrX < (1 —8)EX]) < e 2EX  fiiralle 0 < 6 < 1,

(iii) PrX > t] <2t fiir t > 2eE[X].
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Auftgoe Broken Jenexs

Sie sind mit einem Netzwerk verbunden, das aus n Servern besteht, die von 1 bis n nummeriert sind. Sie kénnen jeden

Server i in Zeit (1) kontaktieren und erhalten als Antwort entweder eine ‘0’ oder eine ‘1’. Leider sind einige der Server

kaputt uns Sie sollen herausfinden welche Server betroffen sind.

« Falls Server i kaputt ist, sendet er bei jeder Anfrage ein unabhangig gleichverteiltes Bit.
» Falls Server i intakt ist, dann antwortet er auf jede Anfrage mit dem gleichen Bit ¢; € {0,1}.
Allerdings ist der Wert ¢; unbekannt und kann von Server zu Server variieren.

(a) Seien & > 0 und i € [n] gegeben. Beschreiben Sie einen Monte-Carlo Algorithmus, der herausfindet, ob Server i

kaputt ist. Berechnen Sie die Fehlerwahrscheinlichkeiten (abhéngig davon ob der Server kaputt/intakt ist) Ihres

Algorithmus und stellen Sie sicher, dass Ihr Algorithmus Fehlerwahrscheinlichkeit héchstens — hat.
n
(b) Sei & > 0 gegeben. Beschreiben Sie einen Monte-Carlo Algorithmus, der eine Liste aller kaputten Server erstellt und

Fehlerwahrscheinlichkeit héchstens & hat. Hierbei sagen wir, dass der Algorithmus erfolgreich ist, wenn die Liste alle

kaputten Server und keinen intakten Server enthélt.
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TARGET SHOOTING
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TARGET-SHOOTING
1: Wahle uy,...,uy € U zufallig, gleichverteilt und unabhangig
2: return N~ 3N Tg(w)

Sei €0, et ein Wie grofd muss N sein, comit der AGjorthmis: mit Wohrsonendchiat = 1-s
eine Antwort im . Intervo Ci-o) B xRt ausgilotz

Satz 2.79. Seien d,¢ > 0. Falls N > 3% - £72.1n(2/8), so ist die

Ausgabe des Algorithmus TARGET-SHOOTING mit Wahrscheinlichkeit

mindestens 1 — & im Intervall [(1 o e)%, (1+ e)%].
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MILLER-RABIN-PRIMZAHLTEST(Nn) Laufzeit O

: if n =2 then <
return ‘Primzahl’ PrT ncht prim’l nicht prim) > <

1
2
3: else if n gerade oder n = 1 then

4: return ‘keine Primzahl’

5. Wahle a € {2,3,...,n — 1} zufdllig und

6: berechne k,d € Z mit n — 1 = d2* und d ungerade.
7: X ¢+ a% (mod n)

8 if x=1orx=mn-—1 then

9: return ‘Primzahl’

10: repeat k — 1 mal

11: X « x* (mod n)

12: if x =1 then

13: return ‘keine Primzahl’
14: if x=n —1 then

15: return ‘Primzahl’

16: return ‘keine Primzahl’




