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Gegehm: G=(V.E), Faroy ¥ V=LK
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FLUSGE
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Netzweak N=(V, A, csﬂ

CASKS t@V Senke
Kopotarstunidon
Definition 3.5. Gegeben sei ein Netzwerk N = (V, A, c, s, t). Ein Fluss
in N ist eine Funktion f: A — R mit den Bedingungen

0 < f(e) < c(e) fiir alle e € A, die Zuldssigkeit, und

fiir alle ve V\ {s, t} gilt

> ) = f(v, )

ueV: (u,v)eA u€V: (vu)eEA
die Flusserhaltung.

Der Wert (engl.: value) eines Flusses f ist durch

val(f) := netoutflow(s) := Z f(s,u) — Z f(u,s)

ueV: (s,u)EA ueV: (u,s)EA

definiert. Wir nennen f ganzzahlig, wenn f(e) € Z Ve € A.

Lemma 3.6. Der Nettozufluss der Senke gleicht dem Wert des Flusses,
d.h.

netinflow(t) == Y flu,t)— Y f(t,u) = val(f).

ueV: (u,t)eA ueV:(t,u)EA
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s-t-Schnitt ist Portitign von Vin (ST) (SuT=V und SnT=2), wooei s€S und teT

cop(ST) = 20w
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lemma st £ ein Feuss und (ST) ein s—t-Sdnitt in einem  Nelzwerk N, go 9\&
Vol () = cop (§,T)

Satz 3.9 (,,Maxflow-Mincut Theorem®). Jedes Netzwerk N = (V,A,c, s, t]
erfillt

max val(f) = min cap(S,T)
f Fluss in N (S,T) s-t-Schnitt in N

We fnden wir nun einen Moocfbu2

Cefinition Kestnetzuark: () Falseeh mit fe1<c@), damn ec A mit (©)= c-£(e)
() Folls eeA mit £©>0, dine®Pehe mit 1p(e™)={E

Die folgende Abbildung zeigt ein Netzwerk mit Quelle s und Senke ¢, wobei die Zahlen die Kapa-
zititen der Kanten angeben.

Auf einigen Netzwerkkanten ist eine nichtnegative Funktion f gegeben durch

(z,y) | (s,a) | (s,¢) | (s,d) | (a,c) | (d,e) | (b,t)
f(z,y) 10 7 0 5 2 8

(a) Wie ist f auf alle iibrigen Netzwerkkanten fortzusetzen, so dass f ein Fluss ist? Was ist der
Wert dieses Flusses?

(b) Zeichnen Sie das Residualnetzwerk.

(¢) Finden Sie einen augmentierenden Pfad von s nach ¢ und erhohen Sie den Fluss entlang dieses
Pfades um den maximal moglichen Betrag. Falls notig, dann iterieren Sie diesen Schritt, bis
der so gefundene Fluss maximal ist.

Yo7
=AW,

b



Satz 3.11. Ein Fluss f in einem Netzwerk N ist ein maximaler Fluss
gdw. es im Restnetzwerk Ny keinen gerichteten Pfad von der Quelle
s zur Senke t gibt. Fir jeden solchen maximalen Fluss gibt es einen
s-t-Schnitt (S, T) mit val(f) = cap(S, T).

ForD-FULKERSON(V, A, c, s, t)

1. f«0 > Fluss konstant 0
2: while 9 s-t-Pfad P in (V, A¢) do > augmentierender Pfad
3: Erhohe den Fluss entlang P > wie in Beweis zu Satz 3.11
4: return f > maximaler Fluss

Satz 3.12. Sind in einem Netzwerk ohne entgegen gerichtete Kanten
alle Kapazitaten ganzzahlig und hochstens U, so gibt es einen ganz-
zahligen maximalen Fluss, der in Zeit O(mnlU) berechnet werden
kann (m ist die Anzahl Kanten, n die Anzahl Knoten im Netzwerk).

(apocty Sca?mg Kapoitaten 8anzzah6(8 und fochsters U O(mn (4+tagn)
Dynaric Trees: - Olmnéggn)
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Lemma 3.15. Die maximale Grosse eines Matchings im bipartiten Graph
G ist gleich dem Wert eines maximalen Flusses im Netzwerk N.
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@ Konten- und knotenaisjunkte Pfade
Wie viefe . ntem kanten- (der krotgn-) digunide: u-v-Plode glot es?

Netzwerkkonstruiction: fur olle 4uydeE fige. wv) urd (v mit jowaits Kopomitot 4 au A hineu
(5w, (v deh, wobd Kopieitat dieser Konten = IVl

A Vv
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# kontendisjunkter Plade = val (f)

fur knotergisjunkte Plode: Vxe Viyef zwel neve KNott Xin und X

alle qu SKNOie 2U Xin, Ausgmgskamm AUS Xout
(Kiny ot ) EA Mt Cltin X o) =A

~ Wir kopnen x aur einmod nutzen
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2iel: Untﬂ“t€i€UH8 anes Rildes in \/ovdagrund (A und H\‘ntﬁgrwd (B)
\bfddm'd !lmkrgmnd /6@(}'\6‘“@6

Quadittitsfunktion o(ARY= 2+ Z b= T e

leaAl=4

wenn wir-eine Portition finden wollen, cle qGAB) mawirmiert
st s equiadent: zur Minigmerung -von

(B =6+ Ty Ty = ODIST)

PEB

lenAl= 1 A': S\{SZ
B=T\it3

Netzwerkkonstruktion:

(S,P) ) PQB; Ap

(Pt), PEA, (3p

(p )  PEA, T’I €B, 9

Aufga-loe

Zu einem Kongress werden Mitarbeiter von m Firmen gesandt. Dabei sendet die i-te Firma ¢; viele
Mitarbeiter. Wihrend des Kongresses sollen die anwesenden Personen in bis zu r verschiedenen
Arbeitsgruppen mit jeweils hochstens 5 Mitgliedern aufgeteilt werden, wobei keine zwei Mitarbeiter
derselben Firma in derselben Arbeitsgruppe sein sollen.

Wir sollen eine solche Aufteilung mit Hilfe von Fluss-Algorithmen finden.

(a) Definieren Sie dazu ein geeignetes Netzwerk N = (V| A, ¢, s,t) und zeigen Sie, dass es gibt
eine mogliche Aufteilung wie oben genau dann wenn maxflow(N) hat eine gewisse (welche?)

Eigenschaft.
™M
MOxFow(N) = Z_ <,
S V= As,+3uAUF

/’\:%S,dﬁthFj




Surprise food!

A friend wants to open an online food company called 'Surprise food!". The idea is that clients do not decide for a )
single dish, but instead select a list of all dishes they like from the menu. Then the company delivers one dish out of
the list. However, planning is not one of your friend's top skills and he has just prepared some meals without

actually checking the request list. That is, he has prepared d; meals of the i-th dish, hoping that this will be enough.

The grand opening is in two hours and your friend wants to know if it is possible to distribute the prepared meals in
such a way that every client gets a meal from her list. The goal is to decide whether such a distribution of meals is
possible.

Input

The first line of the input file contains an integer 1 < ¢ < 30 denoting the number of test cases that follow. Each of
the t test cases is described as follows.

¢ [t starts with a line consisting of two integersn m, separated by a space, denoting the number of different
dishes in the menu (1 < n < 100) and the number of clients (1 < m < 100).

e The next line contains n integers dg ... dy1, separated by a space, and such that 0 < d; < 10%. Each d;
denotes the number of prepared meals of dish 4.

* The following m lines define the lists of dishes of the m clients. The £-th line describes the list of the £-th
client. It starts with an integer k which specifies the length of this list, followed by k different integers
£y ... £4-1, separated by a space, and such that 0 < f; < n,forall j € {0,...,k — 1}. Each f; denotes a
dish on the list of this client.

Output

For each test case output one line containing yes if it is possible to distribute the meals such that every client gets
a meal from her list and no otherwise. You can serve at most d; meals from the 4-th dish.

Points

This exercise is worth 100 points.



